X. PODSTAWOWA MATEMATYKA REKONSTRUKCJI
TOMOGRAFICZNYCH

10.1 Definicje; metoda wstecznej projekcji w tomografii transmisyjnej

Zakladamy, ze mamy wiazke rownolegla o rozmiarach w x h, gdzie w — szerokos¢, a h -

wysoko$¢ wiazki. Rzecz bedzie wige dotyczy¢ tomograféw pierwszej generacji. Przyjmijmy,

ze dokonaliSmy pomiaru wzdluz przerywanej linii, rownoleglej do osi y, obracajacego si¢

uktadu (x.,yr), zwiazanego z uktadem zrodto-detektor, podczas gdy z nieruchomym pacjentem

zwiazany jest uktad (X,Y). W danej odlegtosci x, od osi y, ustawionej pod katem @

w stosunku do osi Y pacjenta mierzone natgzenie wynosi:

Rys. 10.1 Przyjety do opisu uklad

wspolrzednych
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(10.1)

gdzie relacja pomigdzy wspdirzgdnymi

punktu (X,y) oraz (X,yr) jest nastepujaca:

X, = xcos®+ysin®d
(10.2)

y,= —xsin®+ycos®

a p(X,yr) oznacza liniowy wspolczynnik
pochtaniania zwiazany z punktem (X, Yr)
= (xy). Wzor (10.1) tatwo jest

przeksztatci¢ na:

J: [ucx,,y)dy, (10.3)



Wielko$¢ p(®,t) nosi nazwg transformaty Radona wielkosci p. Wielko$¢ t¢ nazywamy dla
prostoty nazywali projekcjq. Latwo stwierdzi¢, ze wystarczy ja zmierzy¢ tylko na potokregu,

gdyz zamiana detektora i zrédta miejscami nie moze zmieniaé¢ wartosci projekcji, tj.

Po (X,) =p(®,X,) =p(n+D,—X,) (10.4)

Zadaniem tomografii jest, jak juz méwiliSmy we wcze$niejszym wyktadzie, zrekonstruowanie
funkcji £(%,Yr), a wige 1 ¢(X,y). Rekonstrukcja ta weale nie jest prosta, nie tylko ze wzgledow
czysto matematycznych. Przede wszystkim trzeba mie¢ §wiadomos$¢, ze obrazujac rozklad
wspotczynnika pochtaniania w danej ptaszczyznie zakladamy, ze dane pomiarowe
rzeczywiscie dotycza nieskonczenie cienkich przekrojoéw, tak ze zamiast trojwymiarowych
voxeli mozemy mowi¢ o dwuwymiarowych pixelach. Po drugie, zakladamy, ze wszystkie
rejestrowane fotony poruszaty si¢ po liniach prostych pomigdzy zrédlem a detektorem.
W rzeczywistosci wiazka promieniowania X ma skonczone rozmiary i1 rozbiezno$¢ katowa,
a w trakcie przechodzenia przez obiekt wiazka ulega ,,stwardnieniu”, gdyZ promieniowanie
o nizszych energiach jest silniej pochtaniane i do odleglejszych warstw przechodzi relatywnie
wigcej promieniowania o wyzszej energii. Dodatkowo jeszcze zaktadamy, ze rozktad
wspotczynnika absorpcji w ramach rozmiaru wiazki 1 jej rozbieznosci katowej jest

jednorodny.

Charakterystyczna odmiennoscia metody SPECT od transmisyjnej tomografii komuterowe;j
(CT) jest badanie nie tyle wspdtczynnika pochtaniania w danym obszarze, ile aktywnos$ci

wychodzacej z danego miejsca, tak wigc mierzymy wielko$¢
pA(CD9Xr): J.A(XHYr)dYrJ (105)

gdzie A(X,yr) — aktywnos$¢ wychodzaca z punktu (X,Y;), ktora wyznaczamy w oparciu
o pomiar wielkosci pa(@,%;). Zarowno w metodzie CT, jak i SPECT dazymy do wyznaczenia

rozktadu dwuwymiarowego z serii mierzonych danych jednowymiarowych.

Niech pomiary bgda wykonywane w serii krokow, w ktorych kat @ zmienia si¢ o 0@, a

odleglo$¢ X zmienia o 0x, = dt. Efektywnie wyznaczamy zatem wielkosci pjj, gdzie



p;; = p(id®, jdt) (10.6)

Nas interesuje odpowiednia funkcja podcatkowa we wzorze (10.3) lub (10.5). Funkcje tg
takze rekonstruujemy na dyskretnej siatce pixeli o rozmiarach np. w x W, a wigc zmierzamy

do znalezienia warto$ci

i = p(iw, jw) (10.7)
lub

A; = Alw, jw) (10.8)

W praktyce numerycznej wygodnie jest postugiwac sig¢ raczej macierza jednowymiarowa niz
dwuwymiarowa. Jesli rozmiar interesujacej nas macierzy wynosi N = n X n, to mozna zapisa¢
pierwsze N wspolczynnikow pierwszego wiersza, nastgpnie przypisa¢ pierwszemu
wspotczynnikowi drugiego wiersza element (n+1)-szy, pierwszemu wspotczynnikowi
trzeciego wiersza element (2n+1)-szy itd. W podobny sposob mozemy opisaé zarowno
wielko$ci mierzone, jak i rekonstruowane. W takiej zdyskretyzowanej formie nasze rOwnania

majq postac:

N
P, =yt (10.9)
k=1

Jesli dysponujemy J pomiarami projekcji pj, to wielkoSci {Li} teoretycznie mozna otrzymac
przez proste odwrocenie macierzy rj.. W praktyce nie jest to wcale takie proste. Po pierwsze,
liczba elementow tej macierzy jest znaczna. JeSli n = 256, to liczba elementow wektora L
wynosi 65536, a wigc — przy identycznej dlugos$ci wektora p; macierz rj, zawiera 65536 x
65536 elementow, tj. ponad 4 miliardy elementow. Odwracanie tak wielkiej macierzy jest
trudno$cia sama w sobie — problemem numerycznym (zapewnienie odpowiedniej doktadnosci

odwracania), ale tez i czasowym. Po drugie, zanim zabierzemy si¢ do rekonstrukcji musimy



wykona¢ wszystkie pomiary, co wydtuza czas uzyskiwania obrazu. Wreszcie niebagatelna

sprawa sa szumy pomiarowe, ktére moga bardzo zdeformowa¢ wynik.

W duzym przyblizeniu mozna uzyskiwaé obrazy metodq wstecznej projekcji, ktora polega na
przypisaniu kazdemu pixelowi znajdujacemu si¢ na danej linii tego samego utamka
zmierzonej warto$ci natg¢zenia, tj. jesli zmierzone nat¢zenie wynosi |, a na tej linii znajduje si¢
m pixeli, to kazdemu pixelowi przypisujemy wartos¢ I/m (alternatywnie mozemy kazdemu
pixelowi przypisa¢ wartos¢ |, gdyz w koncu sprowadzi si¢ to tylko do normalizacji nat¢zen
w obrazie). Suma natgzen w kazdym pixelu, uzyskanych z kazdego pomiaru daje
wyobrazenie o interesujacym nas obrazie. Na rys. 10.2 pokazano zastosowanie tej metody do
rekonstrukcji $wiecenia w wypadku istnienia dwoch $wiecacych punktow i tylko dwoch,
prostopadlych projekcji. Mierzac nat¢zenia wzdhuz kierunkdw prostopadlych otrzymamy np.

identyczne warto$ci, powiedzmy jedynkowe, jak na rysunku z lewej strony.
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Rys. 10.2 Odtwarzanie obrazu punktéow Swiecacych (czerwone) z dwéch prostopadlych
projekcji. Po lewej stronie rysunku pokazano miejsca Swiecenia (czerwone punkty)
i natezenia zmierzone wzdluz projekcji. Po prawej stronie pokazujemy wynik rekonstrukeji
metoda wstecznej projekcji.

Postepujac zgodnie z algorytmem wstecznej projekcji, pixelom na liniach drugiej i piatej
(liczac od gory) przypiszemy wartosci 1/6 i podobnie w kolumnach 3 i 5 (od lewej). Latwo
sprawdzi¢, ze po dodaniu obu warto$ci miejscom $wiecenia (punkty) przypisze si¢ w ten
sposob wartosci 1/3. Taka sama warto$¢ pojawi si¢ w pixelach (2,3) i (5,5). Pixelom nie

lezacym wzdluz mierzonej projekcji przypiszemy oczywiScie nat¢zenia zerowe.



Dysponowanie tak ograniczona informacja i prostym algorytmem doprowadzito nas zatem do
znalezienia miejsc §wiecenia, ale takze 1 artefaktoéw: smug w wierszach 2 1 5 oraz kolumnach
3 15, a takze nie istniejacych miejsc §wiecenia o natgzeniach identycznych z rzeczywistymi
miejscami §wiecenia. Latwo sprawdzi¢, ze wykonanie dodatkowych projekcji pod katami 45

stopni takze pozostawi te artefakty.

W og6lnym przypadku polozenia miejsc ,,goracych” beda silnie rozmyte, a przy okazji
pojawia si¢ inne artefakty, cho¢ o stabszych natezeniach. Wraz ze wzrostem liczby projekc;i,
rozmycie miejsca $wiecenia spada i otrzymywany rozklad nat¢zenia zmienia si¢ jak 1/r (rys.
10.3), co wykazemy nieco pdzniej, niemniej jednak jest on na ogdét trudny do zaakceptowania

w rzeczywistej diagnostyce przypadkow.
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Rys. 10.3 Wynik rekonstrukcji punktu Swiecacego metoda wstecznej projekcji, gdy
wykona si¢ duza liczbe projekcji

W tym szczegdlnym wypadku jednego punktu $wiecacego (pochianiajacego) matematyka

rekonstrukcji wyglada proscie;j.

u(%Y) =3 PG4I, (10.11)



gdzie
X, = xcos(jo) + ysin(jdd) , (10.12)

a przy n projekcjach skok kata wynosi 6¢ = m/n. Rozmywanie ostrych szczeg6low obrazu jest
w medycynie nuklearnej nie do zaakceptowania i z tego wzgledu stosuje si¢ inne techniki
rekonstrukcji, w szczegdlnosci oparte o transformaty Fouriera, dla ktorych opracowano
szybkie algorytmy. Zwr6¢my jednak tez uwagg, ze proste rzutowanie wsteczne jest
bezwymiarowe, podczas gdy poszukiwany wspotczynnik pochtaniania ma wymiar
odwrotno$ci dlugosci 1 zalezy wigc od uzytych jednostek. Aby sobie poradzi¢ z tym

problemem nalezy w odpowiedni sposdb normalizowaé rekonstrukcje.

Rekonstruujac rozktad wspotczynnika zalamania mozemy skorzysta¢ z metody iteracyjne;.
Dla kazdego pixela wystarczy tylko raz wyznaczy¢ wspolczynniki rjx w roéwnaniu (10.9),
a nastepnie tak dobiera¢ wartos$ci ii, az osiagnie si¢ najlepsze odwzorowanie mierzonych
projekcji. Przyktad takiego iteracyjnego rozwiazania jest pokazany na rys. 10.4. W pierwszej
kolejnosci bierze si¢ pod uwage tylko wyniki horyzontalnych projekcji, co oczywiscie
powoduje zte odtworzenie wynikow dla projekcji pionowych. W drugim kroku réwnomiernie
rozktada si¢ roznice aktualnych i odtworzonych projekcji wertykalnych. W nastepnej
kolejnosci korzysta si¢ w podobny sposob z projekcji diagonalnych, co ostatecznie
wyczerpuje pierwszg iteracjg, ktora jak wida¢ tworzy wynik weale nie tak bardzo odlegty od
rzeczywistego rozktadu. Pewnie jednak najwazniejszym pytaniem praktycznym jest tu
pytanie o liczbg niezbgdnych projekcji dla zrekonstruowania rozkladu {z4}. Latwo sig
domyslec¢, ze im bardziej bedzie skomplikowany rozktad, tym wigksza liczba projekcji bedzie
potrzebna do jego prawidlowej rekonstrukcji. Niemniej jednak w realnych sytuacjach

wystarczy zawsze skonczona liczba projekc;ji.

10.2 Transformacje Fouriera

Do otrzymania doktadniejszych rekonstrukcji wspdtczynnika absorpcji (lub rozktadu
aktywnos$ci) stosujemy bardziej wyrafinowane metody, oparte gtownie na wykorzystaniu
transformat Fouriera. Jednowymiarowa transformat¢ Fouriera funkcji p(@,%;) definiujemy

jako:



Py (&)= [p(®,x,)exp(-2mitx,)dx, = FT[p(®,x,)]

(10.13)
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Rys. 10.4 Przyklad iteracyjnej metody rekonstrukeji'

Transformata dwuwymiarowa wyglada podobnie:

+00+00

M(Em = [ | wt.sjexp(-2zi(& +ne)dtds=FT[ut.9]  (10.14)

"' T.A.Delchar, Physics in Medical Diagnostics, Chapman&Hall (1997)



Ze wzgledu na definicje projekcji, patrz wzor (10.3), mozna tatwo pokazaé, ze funkcja Pao(E)
jest dwuwymiarowa funkcja M(E,m) opisana wzorem (10.14), liczona dla n=0 i t = X.

Korzystajac z transformacji (10.2) mozemy zapisa¢ rownanie (10.14) inaczej:

ME), , = H u(x,,,)exp[-2mi{x(Ecos® —nsin®) + y(Esin® +ncosD)ldx,dy, |,
(10.15)
= j j n(x, y)exp[—2mi(x& cos @ + y& sin @)]dxdy = M(d,R)

Jak wida¢, mozemy zmienng & potraktowac jako szczegodlny promien w przestrzeni Fouriera,

zdefiniowany jako
R =§2+772\”:0 = &2 (10.16)
1 napisac
Py (&)= [[u(x,,y,)e ™ dx,dy, =M(En)| _, =M(@®,R)  (10.17)

W praktyce to wyglada tak, jak bySmy przeszli do zmiennych biegunowych w przestrzeni
Fouriera. Jednowymiarowa transformata projekcji rowna jest zatem transformacie
dwuwymiarowej interesujacej nas funkcji z(X.,yr) wzdtuz okreslonego kierunku. Majac zbior
zmierzonych Pg(X) dla réznych kierunkéw obliczamy transformaty P(@,&) a nastgpnie

dokonujemy transformacji odwrotnej Fouriera:
u(x,y) = FT ' [MEM] (10.18)

Jak wida¢, jednowymiarowa transformata Fouriera projekcji jest wynikiem scalkowania
transformaty Fouriera wspotczynnika absorpcji wzdhuz jednego kierunku lub, inaczej mowiac,
przekrojem przez dwuwymiarowa transformate s(X,y) wzdhuz osi &, sprzezonej z osia X;. Jesli
zatem dysponujemy naborem projekcji, mozemy odtworzy¢ (zrekonstruowacé) rozklad

wspotczynnika absorpcji w badanej przez nas ptaszczyznie. Wykonujac takie transformaty



nalezy bra¢ pod uwagg istnienie szumow pomiarowych, ktore przektadaja si¢ szum w obrazie.

Ponadto, ograniczono$¢ danych prowadzi¢ moze do powstania w obrazie artefaktow.

10.3 Twierdzenie o splocie

Splot funkcji h(x,y) i f(x,y) zdefiniowany jest jako

~+00+00

g(x,y) = J.J'h(x—t,y—s)f(t,s)dtdsEh*f (10.19)

—00—00

Zatézmy, ze obie rozpatrywane funkcje maja transformaty Fouriera odpowiednio

400400

H(&n) = [ [hOe y)exp[-27i &+ ny)ldxdy = FT[h(x, y)]

—00—00

[ (10.20)
Fen) = ] [ 100y expl-2ri(ecs oy = FTL Gy
Mozna tatwo pokazac, ze transformata Fouriera splotu funkcji hi f wynosi
G(&,m) =H(E.mF(S.n) (10.21)
Stosujac operacje odwrotng mozna tez dowiesc¢, ze
FTH(EmFEm]=FTHEmI* FTF(Em]=hxy)* f(xy) (10.22)



10.4 Wsteczna projekcja wykorzystujaca transformaty Fouriera

Pokazemy teraz, w jaki sposob korzystajac z idei wstecznej projekeji 1 techniki fourierowskiej
mozna uzyskaé rekonstrukcje przestrzennego rozkladu wspotczynnika absorpcji. Zgodnie
z idea wstecznej projekcji, wszystkim pixelom wzdtuz badanego kierunku przypisujemy takie
same wartosci. Dla ulatwienia, niech bgda one réwne warto§ciom zmierzonych projekc;ji,

a wiec

ux,.y,) =p(®.x,) (10.23)

Korzystajac z projekcji zmierzonych pod réznymi katami otrzymamy wigc:
Ms(%,Y) = 1s(O,1) = pg(x,,y,) = [ p(®, %, )d® = [p[®,rcos(@ - O)dD,  (10.24)
0 0

gdzie r jest dlugoscia wektora wodzacego (X,y), a oznaczenia katow i innych wielko$ci zostaty
podane na rys. 10.1. Indeks ,,S” przy wielkosci funkcji p oznacza, ze chodzi o wynik

sumacyjny (catkowy).

Rozpatrzmy dla przyktadu sytuacjg, w ktdérej pochtanianie zachodzi jedynie w punkcie

(x,¥)=(0,0) oznaczonym na wspomnianym rysunku, a wigc
n(x,y) = u(x,,y,) =08(x,)3(y,) (10.25)

Projekcja tej funkcji wynosi po prosu &X), a wigc funkcja s rowna bedzie
17 17
Hs(x,y) = = [8(x,)d® =— [ 8[r cos(® — ©)]dP (10.26)
Ty Ty

Poniewaz dla dowolnej funkcji f(X)

10



5(X_Xi)

LRICIEDY i (10.27)
& X=X;
gdzie x; sa miejscami zerowymi funkcji f(x), otrzymujemy
(Xy)=—— - L (10.28)
H ™ e sin(@ - ©) '
cos(P—-0)=0

Z punktowego obiektu utworzyt si¢ zatem obiekt o symetrii kolowej o natgzeniu
zmieniajacym si¢ jak 1/r. Wynik ten zasygnalizowaliSmy juz wcze$niej na rys. 10.3.
Ewidentnie obraz sumacyjny i rzeczywisty si¢ roznia i w zwiazku z tym nalezy opracowac
metode zniwelowania efektu 1/r. Zobaczmy, w jaki sposob mozemy sobie poméc. Zgodnie

z naszym wczesniejszym wynikiem (10.18):
1(Xy) = u(r,0) = qu;i M (®, R) exp[27iR(xcos @ + ysin ®)]RdR (10.29)
Powyzsza relacj¢ mozemy zapisa¢ w postaci:
1(X,y) = ! pF (D, “)d®|u:stq>+ysmq> , (10.30)
gdzie
p"(d,u) = E M (@, R)|Rexp(27iRU)dR = FT'[M (@, R)R] (10.31)

Ze wzorow (10.17) 1 (10.18) wynika jednak, ze:

FT'[M(®,R)R]=FT'[P(®,R)|R]=FT'[P(®,&)[£]] (10.32)

11



Dla dalszego postgpowania musimy skorzysta¢ z twierdzenia o transformacie Fouriera splotu

funkcji:
FT'[P(®, )¢l = FT'[P(®,&)]* FT ' (&) (1033)

Transformata Fouriera bezwzglednej wartosci zmiennej (w tym wypadku &) nie istnieje, jako
ze jest to funkcja nieograniczona. Aby moc prowadzi¢ obliczenia musimy zatem zatozy¢, ze
transformata Fouriera zawiera tylko skonczona liczbe sktadowych, co sprowadza si¢ do
sztucznego ograniczenia zakresu zmiennosci & do zakresu (0,§max). Zatem, zamiast liczy¢

transformatg bezwzglednej wartosci & obliczamy transformate funkcji

2 =0 da [§2¢,,

(10.34)
E©)=lg  da |g<S

Transformata ta ma nastgpujaca postac:

+00 Eimax 0
fo(u) = [|¢lexpaidu)ds = [Eexp2aiéu)ds — [&exp(2aiéu)ds =
- 0 —&imax

_SexpQAdn|™ _SexpAcw) "T XA . j XPRAL .
274U |, 27u |, ¢ 24U 1V
e, ) O 2 (o 6ince, u)-sinc? (£, )]
zu 277U
(10.35)
gdzie
sin ¢(x) = S (10.36)
Zatem, taczac wzory (10.33) 1 (10.35):
p"(®,x,) = [p(®,0)f:(x, —w)du (10.37)

12



Ograniczenie zakresu czestosci fourierowskich redukuje wplyw szuméw pomiarowych.
Procedure taka nazywamy wiegc filtrowaniem, a wzor (10.37) jest wilasnie wzorem
wykorzystujacym konkretny filtr. Zauwazmy, ze jesli filtrem bedzie funkcja o-Diraca, to
P (@x) bedzie tozsame z p(@x), a wiec rzeczywiste wartosei (X)) i sumacyjne us(Xy)
beda takie same.

Majac obliczona funkcje p~ dla kazdego kata @, dla ktérego wykonano pomiary, mozna

wykonac¢ - zgodnie ze wzorem (126) - ostateczne wsteczne rzutowanie zmierzonych projekc;ji.

W praktyce analiz fourierowskich stosowane sa rozmaite filtry’. Ponadto, numeryczne
obliczenia dotycza raczej szeregow niz catek. Przyjmujac w dyskretyzacji zmiennych krok
(2&max)”,  dyskretna posta¢  filtru  (10.35), nazywana filtren Ramachandrana

Lakashminarayanana, jest nastepujaca:

£ da  i=0
. —4¢? .
fo(Auy=f ={ —2mc  dlai=+14345,.. (10.38)
/|
0 da  i=+2,+416,..

Innym, czg¢sto stosowanym filtrem jest filtr Sheppa i Logana, ktory roézni sig¢ od poprzedniego

czynnikiem mnozacym, jakim jest funkcja sinc:

Fq (&) =Z2(&)sin C(Z; ] (10.39)

max

Jego posta¢ dyskretna jest nastepujaca:

_8652 1 _
= = =0,+1,42,+
= { e _J, i = 0,4£1,42,43,... (10.40)

? E.Rokita w Fizyczne metody diagnostyki medycznej i terapii, red. A.Z.Hrynkiewicz i E.Rokita, PWN (2000)
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Je§li w funkcji p (@x) przyjmiemy dla zmiennej x; krok W = Au = A% = (2&m)™

otrzymamy dla filtru Ramachandrana i Lakshminarayanana dyskretna posta¢ projekcji :

. F i-n o
P~ (D,iw) = p, ((D):ﬁv pi(q))_ﬂiwz P (D)

D (10.41)

We wzorze (10.41) sumowanie przebiega po wszystkich warto$ciach n, dla ktorych (i-n) jest

liczba nieparzysta.

Wartosci wstecznej projekcji w postaci dyskretnej sa nastepujace:

M(x,y) = piiw, jw) =y = 3 pF (kAD,x,) = Y pE(x,), (10.42)

gdzie W jest rozmiarem pixela, natomiast, zgodnie ze wzorem (10.1)
X, = (iw) cos(kAD) + (jw) sin(kAD) (10.43)

We wzorze (10.42) sumowanie po K odpowiada sumowaniu po wszystkich projekcjach
zmierzonych dla katow KA@®, natomiast zmienna X, wybiera ze wszystkich tych projekcji te,
ktora przechodzi przez pixel (ij). Dodatkowym krokiem w rekonstrukcji jest normalizacja,
aby suma zmierzonych projekcji byta rowna sumie projekcji po wykonaniu operacji

filtrowania.
Opisana metoda jest popularna, gdyz jest szybka, a obliczenia mozna wykonywac¢ w trakcie

pomiarow. Jednak dla dobrej rekonstrukcji wymagana jest duza liczba projekcji, co jest

pewna wada metody.
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10.5 Rekonstrukcja obrazu metodami iteracyjnymi’

Na rys. 10.4 przedstawiliSmy najprostszy sposob iteracyjnego odtwarzania przestrzennego
rozktadu wspotczynnika pochtaniania jako przeciwwage dla matematycznie poprawnej
metody, w ktorej nalezy wpierw odwroci¢ macierz rij w rownaniu (10.10). Odwracanie to jest
jednak nieefektywne, a samo réwnanie mozna rozwigza¢ metoda iteracyjna np. Raphsona-
Newtona albo ktoérakolwiek inna. Rekonstrukcja polega na wykonaniu obliczen w czterech
krokach.

Krok 1: przyjmujemy pewne wartosci poczatkowe ', najprosciej $rednia ze zmierzonej

liczby J projekc;i:

1 J
C=1= . 10.44
== N Z, P (10.44)

gdzie N; 1 Ng oznaczaja odpowiednio liczbg projekcji wykonanych w poprzecznym kierunku

(wzdhuz zmiennej x;), a Ng - liczbg katow, dla ktorych przeprowadzano pomiary projekc;ji.

Krok 2: obliczenie warto$ci projekcji na podstawie warto$ci ,uk(l) otrzymanych po | iteracjach:
N
z0 =31 (10.45)
k=1
Krok 3: Zmodytikowanie wartosci ,uk(') zgodnie z zasada danej funkcji iteracyjne;j:

20 = 4O 4 f(pj,Zﬁl)) (10.46)

Krok 4: powtarzanie krokow 1-3 az do uzyskania zbiezno$ci w wartosciach projekcji.

Ponizej omowimy trzy popularne metody rekonstrukc;ji.

? E.Rokita w Fizyczne metody diagnostyki medycznej i terapii, red. A.Z.Hrynkiewicz i E.Rokita, PWN (2000)
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W metodzie ART (od Algebraic Reconstruction Technique) relacja (10.46) ma postac:

+ P
= i DL (10.47)
j

albo

p. -z
i = max(O,? + ), (10.48)

J

gdzie N; oznacza liczbg pixeli dajacych wktad do j-tej projekeji. Obliczenia takie prowadzimy
dla wszystkich projekcji, jedna po drugiej, co oznacza, ze wartoSci w danym k-tym pixelu sa
modyfikowane tyle razy, ile mamy projekcji. Te wtasnie metode w praktycznym dziataniu
zaprezentowaliS§my na rys. 10.4. Tego rodzaju latwo wykonywalne na komputerze
przyblizenie prowadzi czasem do artefaktéw, co jest zwigzane z wstawianiem do mianownika
poprawki wielkosci N;. Lepsze wyniki otrzymujemy, gdy nasza poprawka jest nie (pj— Zj(l))/N i

lecz*

(1+1) o, Pj z}"
= max(0,p) + L -—), 10.49
My 0,y L. N') ( )

] ]

gdzie L; jest dlugoscia linii przechodzacej przez konkretny pixel. Rekonstrukcje wykonywane
metoda ART nazywane sa czasem ,,szumem pieprzu i soli”’, zwigzanym z nadmierng prostota
uzywanego przyblizenia. Szum ten mozna zredukowaé przez wprowadzenie do obliczen
pewnych relaksacji, tj. branie tylko czgsci obliczanych poprawek (patrz czynnik gaszacy w

réwnaniu (10.54)). Zmniejszenie szumu pociaga za soba jednak wydtuzenie czasu obliczen.

Metoda SIRT (od Smultaneous lIterative Reconstruction Technique) wykonuje podobne
iteracje, ale bierze pod uwage jednoczesnie wszystkie zmierzone projekcje, ktore przechodza
przez k-ty pixel. O ile, w metodzie ART modyfikacje nast¢puja kolejno w kazdym pixelu, w
metodzie SIRT obliczamy poprawki dla wszystkich pixeli i dopiero po rozwiazaniu

wszystkich rownan wprowadzamy te poprawki. Modyfikacje warto$ci s« sa tu nastgpujace:

4 A.C.Kak, M.Slaney, Principles of Computerized Tomographic Imaging, IEEE Press (1999)
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2 Pua 2 Nio

I+ _ (1) k(@) k(D)
/uk _/uk L 0) (1050)
2 Lo 2. 2w
k(@) k(@)

gdzie L oznacza dlugo$¢ projekeji, a nie liczbe pixeli N. Alternatywnie uzywa sig

D Puor D Ziw)

™ =max| 0, 1" +-E—— & (10.51)
Z Lk((I)) Z Nk(tb)
k(D) k(D)

W obu wzorach sumowanie przebiega po wszystkich projekcjach wnoszacych wktad do k-

tego pixela. W SIRT normalizuje si¢ wartosci u po kazdej iteracji.

O ile opisane dwie metody sa stosowane przede wszystkim do zrekonstruowania obrazu,
mozna tez skorzysta¢ z ogolnej procedury LSIT (od Least-Square Iterative Technique, a wige
metody iteracyjnej wg schematu najmniejszych kwadratéw), ktora oparta jest na

minimalizacji funkcji

_ 2
RZZM (10.52)
j

2 9
O

gdzie {cj} oznaczaja niepewnosci pomiarowe. Tu, poszukujac najmniejszej wartosci funkcji

R, przyréwnujemy pochodna funkcji R do zera, w wyniku czego otrzymujemy:

1
ZQ(PJ‘ -z ),
pD =0 AR = O L (10.53)

I,2

>
2
i O

Dla polepszenia szybkosci zbieznoSci iteracji wprowadza si¢ czynnik gaszacy ¢,

ograniczajacy krok w danej iteracji:
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(1+1)

w0 = ) + e (10.54)

gdzie &£ mozna wyznaczy¢ np. ze wzoru:

j

£ = (10.55)

1
27(erkA”$))2
Gj k

J

(p; —2})
BRI
Gj k

Metody iteracyjne pozwalaja na otrzymanie obrazu nawet w sytuacjach, gdy zmierzona liczba
projekcji J jest mniejsza od liczby pixeli N, a wigc metoda wstecznej projekcji nie jest
mozliwa. Jednakze metody iteracyjne nalezy stosowacé zawsze z duza ostroznoscia, gdyz ich
wynik moze zawiera¢ artefakty. Nota bene, nie ma metod idealnych, ktére gwarantowatyby
prawidlowe, a wigc bez znieksztatcen, odtworzenie wszystkich szczegdétow badanego obiektu.
Doktadno$¢ jest funkcja ilo$ci zebranej informacji, stopnia ztozono$ci obiektu oraz rozmiaru

oczek siatki, na ktérej dokonujemy rekonstrukcji.

Istnieje tez metoda, ktorej akronimem jest SART (od ang. Smultaneous Algebraic
Reconstruction Technique), ktora taczy niejako w sobie najlepsze cechy opisanych wyzej
metod ART I SIRT. Jej zaleta jest to, ze pozwala na uzyskanie dobrej rekonstrukcji obrazu juz

w jednym kroku’.

> Opis tej techniki mozna znalez¢é w cytowanej juz monografii A.C.Kak, M.Slaney, Principles of Computerized
Tomographic Imaging, IEEE Press (1999)
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